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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei 1 < p < oo und f,, f € LP. Weiterhin konvergiere f, — f fast iiberall und
| fulle = ||f]lze- Zeigen Sie, dass f, — f in LP gilt.

Tipp: Wenden Sie auf o, = 2P7Y(| fu|P+ | f?) — | fr — [P das Lemma von Fatou an.

Aufgabe 2 (L° Raum) (4 Punkte)
Definition. Sei (X, A,u) ein Mafraum. Den linearen Raum der pu-messbaren, p-fast
tiberall endlichen Funktionen bezeichen wir mit L%(u). Fiir f,g € L%(n) definieren
wir d ie Aquivalenzrelation f ~ g, falls f = g p-fast tiberall. Dadurch ergeben sich
die Restklassen [f] :== {g € L%(n)|jg ~ f auf LO(u)}. Sei L°(p) := LO%(n)/ ~ der
Raum der Restklassen.

Sei (X, A, 1) nun ein endlicher Mafraum. Fiir f, g € L°(u) sei
[/ — 4l
d(f,g ::/ ————dpu.
o= [ T T g™

(a) Zeigen Sie, dass d eine Metrik auf L°(u) ist.
(b) Sei f,, f € L°(u). Zeigen Sie: f,, — f im Mafl genau dann, wenn d(f, f,,) — 0.
(c) Zeigen Sie, dass LY(u) vollstindig ist.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Es sei pein Mafl auf X und f € LP(u)NL9(n), 1 < p < g < co. Zeigen Sie f € L™ ()
fir1 <p<r<g<oound

LAl < IR,

wobel

I A 1=2A

r p q
Zeigen Sie weiter fiir y-mesbares f: X — [0,00],1 < p < o0,

1f1lp < T inf || £]];..
r—p

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Verifizieren sie mittels Differentiation unter dem Integral, dass

1
t o .
/0 s'log(s)ds = e fir ¢t > —1.

Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen, die Matrikelnummer sowie die Nummer Ihrer
Ubungsgruppe auf jedes Losungsblatt. Abgabe ist am Montag, 17.12 bis 12:00.



